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POSOUZENI PRESNOSTI PRECHODNEHO STANOVISKA URCENEHO
Z MINIMALNIHO POCTU DANYCH BODU A MERENYCH VELICIN

APPRAISAL OF ACCURACY OF FREE POSITRON WITH MINIMUM OF GIVEN POINTS AND
OF MEASURED QUANTITIES

Abstrakt

Sestaveni chybového modelu geodetické ulohy pro posouzeni piesnosti pfechodného stanoviska pfi
minimu danych bodi a méfenych veli€in a pfi pfeureni tlohy jednou métenou veli¢inou. Reseni preuréené
ulohy pseudoinverzni matici vypoctenou SVD-rozkladem.

Abstract

By the article a compilation of error model of geodetic problem for appraisal of accuracy of a free
position with minimum of given points and of measured quantities and with overdetermining of problem by
means of a single measured quantity is discussed. A solution of overdetermined problem by pseudoinverse
matrix calculated by SVD reduction is given.

Key words: free position, error model, SVD reduction.

Uvod

V geodetické praxi se mohou vyskytnout pfipady, kdy jsou soufadnice prechodného stanoviska
ur¢ovany z minimalniho po¢tu danych, tedy pouze ze dvou bodd o znamych soufadnicich. K vyfeseni ulohy pak
postacuje zméfeni uhlu mezi danymi body a délky k jednomu z nich (literatura tuto ulohu nékdy oznacuje jako
rajon z ur¢ovaného bodu). Pii ivaze o ptesnosti takto uréeného prechodného stanoviska je mozné uplatnit model
geodetické tlohy (dale jen MGU) popsany napf. v [1]. Pfesnost libovolné geodetické tilohy zavisi na:

Piesnosti méfeni (v MGU predstavuje matice "M,).

Pouzité metodé (v MGU piedstavuje matice D).

RozloZeni bodii uréovanych (v MGU predstavuje matice A;).
RozloZeni bodii danych (v MGU piedstavuje matice A5).
Presnosti danych bodii (v MGU piedstavuje matice *M,).

VVVYVYVY

Oznaceni je shodné s [1].

Vyznam uvedenych matic je nasledujici:
Diagonalni prvky matice "M, tvoii &tverce smérodatnych odchylek méfenych veligin.
Prvky matice D tvoii parcialni derivace zprostiedkujicich vztahti podle méfenych veli¢in (matice planu).
Prvky matice A; tvoii parcialni derivace zprostiedkujicich vztahti podle uréovanych soufadnic.
Prvky matice A4, tvoii parcialni derivace zprosttedkujicich vztahti podle soufadnic danych bodu.

VVVY

Diagonalni prvky matice M, tvoii ¢tverce smérodatnych odchylek polohovych, pokud je u danych
bodl zndme.

Vysledna ptfesnost ur¢ovaného bodu je potom dana kovarianéni matici:

Ing., Ing. Jiti OLSAR-ZEMEMERICTVI JESENIK, Husova 191, 790 01 Jesenik, e-mail: zemjes.dm@iol.cz
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M,=B.D.’"M.D".B" + B.A,’M,.A," B, (1)
kde
B=A4," )

V mnoha ptipadech lze predpokladat, ze oba dané body budou pfistupné — bude tedy mozné méfit délku
k obéma danym bodim. Uloha potom bude jednou méfenou veli¢inou preurcena. Cilem rozboru je zjistit, do
jaké miry je mozné timto minimalnim preurcenim zlepsit feseni celé tlohy.

Sestaveni ulohy

Byla sestavena teoreticka tiloha, ve které je prfechodné stanovisko ur¢ovano z riiznych kombinaci dvou
ze Ctyf danych bodi. Dané body byly voleny tak, aby rozdily mezi jednotlivymi kombinacemi byly pokud
mozno maximalni (viz obr. 1). Kazda varianta byla feSena pro minimalni i nadbyte¢ny poc¢et méfenych veliéin.

V tloze byly dané body povazovany za bezchybné (op = 0), ¢imz se vztah (1) upravi:
M,=B.D.'M.D"B". 3

Presnost méfeni byla volena s pfihlédnutim k podminkam dosazitelnym pfi podrobném méieni: (o; = 10
mm, o, = 2,5 mgon).

Prechodné stanovisko bylo ur¢eno kombinaci dvou z téchto ¢tyt danych bodu:

Tabulka 1: Souradnice danych bodi

BOD X Y
A 5000,00 m 1200,00 m
B 5000,00 m 1000,00 m
C 5020,00 m 1000,00 m
D 5110,00 m 1110,00 m

Vypocéteny bod P ma ve vSech variantach soutadnice:

Tabulka 2: Souradnice urcovaného bodu
BOD X Y
P 5010,00 m 1100,00 m

Princip vypoctu presnosti bodu P bude ukazan v nasledujicich kapitolach na varianté 1 (viz obr. 1).

Vypocet presnosti ilohy s minimalnim poc¢tem méienych veli¢in - varianta 1a

Me¢éteno:
Tabulka 3: Merené veliciny
Veli¢ina Velikost o
dpy 100,50 m 10 mm
Wp 106,3451 gon 2,5 mgon
Wps 293,6549 gon 2,5 mgon

Volba zprostiedkujicich vztahi:

Tabulka 4: Zprostiedkujici vztahy

dpA:dpA :S1: '\’AYPAZ'FAXPAZ
. . Y, Y,
Wpp - Wpa =@ =5, = arctg —L¢ —arctg —14
PC PA

Sestaveni matic D, 4;, M,

as, as,  as,

D= odp, OWp,  OWpc :1 00
os, 08, oS,

Odp, OWpy  OWpc
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aS] aS] _ AYPA AXPA

| X, an | dp, dp, _(0,0995 -0,9950
17| s, as, Ay Ay Yy oo (Mow A}y o |7\12606 0
X, oY, dpy  dpy dpy  dpy

M, =diag(c;,0,,0,) = diag.(100,625,625)

Po dosazeni do vztahti (2) a (3) bude kovarian¢ni matice:

(7866 0,7866
" 10,7866 101,08 )

Pocet méfenych veli¢in minimdlni | S jednou nadbytednou veli¢inou

VARIANTA 1a VARIANTA 1b
A B A B
A A A
P
VARIANTA 2a VARIANTA 2b
B
P
- ;(:'1)\
a g
»  VARIANTA 3a
C
AD

Obr. 1: Varianty vypoctu

Vypocet presnosti tlohy s jednou nadbyte¢nou veli¢inou - varianta 1b

Me¢feno:
Tabulka 5: Mérené veliciny
dpy 100,50 m 10 mm
dpp 100,50 m 10 mm
Wp 106,3451 gon 2,5 mgon
Wps 293,6549 gon 2,5 mgon

Volba zprostiedkujicich vztahi:

Tabulka 6: Zprostiedkujici vztahy

dpg = dpy =8 = AY, +AX,]
dpc=dpy =S, = JAY, +AX,
AY,. AY,
“Wep- W= =S;= arcig—r——arctg—"
PC PA
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Sestaveni matic D, A;, M,:

os, oS, as, oS

odp, 0dpe OWp OWpe 1 0 0 O
Do oS, oS, oS, oS, o1 0 o
adpA adpc al//PA al//PC 00 -1 1
oS, oS, oS, oS,
odp, 0dpe OWp OWpe
6Sl % _ AXPA _ AYPA
X, oY, dp, dp, 0,0995 —0,9950
4= 05 0S| _ My _ AV =1 0,0995  0,9950 @)
0X, 0Y, dpc rc 12606 0
6S3 % AYPA _ AYPB *pcc AXPB _ AXPA *pCC ’
Xy OY, dpy dpy dpy  dp,

M, =diag(c?,02,02,02) = diag.(100,100,625,625)
Vypocet pseudoinverzni matice SVD-rozkladem

Jelikoz je matice A; singularni, nelze ji dosadit do vztahu (2) a tloha se bude fesit naptf. pomoci matice
pseudoinverzni.

Nejprve se provede SVD-rozklad (z anglického Singular Value Dekomposition — singularni rozklad
matice) podle schématu na obr. 2.

D o VT (n,n)
A (mn) = U (m,m) (k.k) (k;m—k)
o o

Obr. 2: Schéma singularniho rozkladu matice

Matice D na obr. 2 (pozn.: matice D (k k) na obr. 2 nema zadnou souvislost s matici planu D) je diagonalni
matice obsahujici singularni &isla matice 4, U a V jsou ortogondlni, popf. unitarni matice, tj. plati U.U" = I
a V.V" =1, kde I je jednotkova matice odpovidajicich rozméri, D je diagonalni matice s redlnymi nezapornymi
¢isly na diagondle, sestupné uspoiadanymi a plati 4 = U.D.V".

Matici 4; (4) lze tedy zapsat:
—-0,00789 0,70711 -0,70706) (12,607 0 Lo

A4, =] 0007893 -0,70711 -0,70706 |*| O 1,4072 *( 0 1].
—-0,99994 0 0,011162 0 0

Matice pseudoinverzni k matici 4; se vypoéte z SVD-rozkladu podle schématu na obr. 3.

D—l
(k:k) 0
At (n,m) = V (n,n)
o o UT (m,m)
(k,n—k)
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Obr. 3: Schéma vypoctu pseudoinverzni matice k matici A,

(0,00063 0,00063 0,079316J
A" =B= )

050249 0,50249 0

O spravném vypoctu pseudoinverzni matice se 1ze jednoduse presvédEit zkouskou:

10
B*AI:[O J.

Podrobné je SVD — rozklad popsan napft. v [2].

Po dosazeni do vztahu (3) bude kovarian¢ni matice:

78639 0
M, = .
0 505

Problém Spatné podminénych matic

Pri dekompozici singularni matice A4; je tfeba pocitat s tim, ze tloha bude v nekterych piipadech velmi
Spatné fesitelnd, nebo nebude fesitelna viibec. To mlze nastat tehdy, je-li matice 4; Spatné podminéna. MozZnost
¢i nemoznost dekompozice Spatn€ podminénych matic je problém spiSe oboru teorie matic a nebude zde feSen.
Na tomto misté je dobré jen poukazat na fakt, ze dekompozice je do jisté miry zavisla na ¢isle podminénosti
matice, které je vypocteno ze singularnich ¢isel, které tvofi matici D (jsou-li singularni ¢isla o; > o3 >...> g, je
¢islo podminénosti Cond(A4;) = 0;/c;,) ¢im vyssi je ¢islo podminénosti, tim je matice Iépe podminéna.

Uloha se stane §patné fesitelnou napf. tehdy, je-li rozlozeni danych k uréovanému bodu takové, Ze thel
o u uréovaného bodu bude nasobkem 100 gon a strany PA, BP jsou orientovany rovnobézné se souradnymi
osami. Dv¢ takové varianty vCetné€ obecného zapisu matice A; je znazornéno na obr. 4a, 4b.

E
o o
N A P E
a) b)
Obr. 4: Varianty Spatné vesitelné ulohy

-1 0 0 -1
A4, =] 0 -1 A, =10 1

k k k 0
Cond (A,) = 8,54 Cond (A, )=4.24
k#0,ke®R,
(dp =dy )
o =n*100 *

Pii sestavovani teoretické lohy bylo snahou vyhnout se témto extrémnim rozloZzenim bodli a uloha
byla volena pokud mozno obecné. Sice ve varianté 3b (obr. 1) je thel @ = 100 gon, ale obrazec je situovan
obecné k souradnym osam, ¢imz se ¢islo podminénosti matice Cond(A4;) zvysi z 8,5 na 9,4. Obdobné u varianty
1b (obr. 1) se nato¢enim stran a zménou thlu @ ¢islo podminénosti zméni ze 4,2 na 9,0! U varianty 2b (obr. 1) je
¢islo podminénosti 13,4.

43



Vypocet presnosti prechodem na tilohu protinani z délek

Mgéfeno:

Tabulka 7: Merené veliciny

dpA 100,50 m 10 mm
de 100,50 m 10 mm
Wp4 106,3451 gon 2,5 mgon
Wpa 293,6549 gon 2,5 mgon

Z métenych hodnot se k rozboru piesnosti pouZziji pouze délky.

Volba zprostiedkujicich vztahii:

Tabulka 8: Zprostredkujict vztahy

‘dea=dps =S;= AV, +AX,]
*dpc =dpc =5, AYPC2 +AXPC2
Sestaveni matic D, 4;, M,:
oS, 0§,
D — adPA adPC — 1 0
oS, oS, 0 1
adPA adPC
os, oS, _AX,, AY,
4= ox, oY, |_ d,, d, |_ 0,0995 -0,9950
L1 os, 0S| | _AX,. AY.. | 100995 09950
aXp aYvP dPC dPC
M= o, 0 (100 0
o o) Lo 100
Po dosazeni do vztahu (3) bude kovarian¢ni matice:
5050,125 0
M, = .
0 50,5013
Pro varianty 2 a 3 (obr. 1) byly naméteny hodnoty:
Varianta 2
Tabulka 9: Nutny pocet méreni
dpg 100,50 m 10 mm
Wpp 293,6549 gon 2,5 mgon
Wpc 306,3451 gon 2,5 mgon
Tabulka 10: S jednou nadbytecnou velicinou
dpg 100,50 m 10 mm
dpc 100,50 m 10 mm
Wpp 293,6549 gon 2,5 mgon
Wpc 306,3451 gon 2,5 mgon
Tabulka 11: Protinani z délek
de 100,50 m 10 mm
de 100,50 m 10 mm
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Tabulka 12: Nutny pocet méreni

Tabulka 13: S jednou nadbytecnou velicinou

Tabulka 14: Protinani z délek

Varianta 3

de 100,50 m 10 mm
Wpc 6,3451 gon 2,5 mgon
Ypp 106,3451 gon 2,5 mgon
dpc 100,50 m 10 mm
dPD 100,50 m 10 mm
Wpc 6,3451 gon 2,5 mgon
WrD 106,3451 gon 2,5 mgon
dpc 100,50 m 10 mm
dpp 100,50 m 10 mm

Porovnani vysledkii

Presnost tlohy je charakterizovana:

a) Kovarian¢ni matici.

b)
Uhel stoéeni elipsy chyb se vypoéte:
2*cov,,
182w = -
o, -0,

Pfi vypoctu je nutno uvazovat kvadrant obdobn& jako pii vypoétu smérniku. Uhel 2@ nabyva hodnot
z intervalu <0, 400 gon). Uhel o tedy miiZe nabyvat hodnot <0, 200 gon). Uhel stoGeni je vlastng smérnik

Elipsou chyb (poloosy a,b, tihel stoceni hlavni poloosy a).

hlavni poloosy elipsy chyb, tedy tihel od osy X k poloose a [1].

Hodnoty poloos se vypoctou:

a’ =o’*cos’ w+cov, *sin2w+ o, *sin’ o,

b* = o} *sin’ @—cov, *sin 20+ o *cos’ .

¢) Smérodatnou odchylkou polohovou a smérodatnymi odchylkami v osach ¥, X.

Vsechny tyto charakteristiky pfesnosti pro jednotlivé uvazované varianty rozlozeni danych bodt jsou
ptehledné znazornény na obr. 5-7 a vtab. 15-17. Pozn.: Obrazky 5-7 jsou zmenSeny, méfitka na obrazcich

uvedené tedy neplati.

Tabulka 15: Varianta 1

Nutny pocet veli¢in Uloha pfeuréena Nutny pocet veli¢in
(Ghel,délka) (Ghel, 2 délky) (2 délky)
787 0,79 786 0 5050,13 0
M, (0,79 101,08] M, ( 0 50,5] M, [ 0 50,50]
[0 50,32 gon w 0 gon w 0 gon
a 7,47 mm a 2,80 mm a 71,06 mm
b 7,30 mm b 7,11 mm b 7,11 mm
O 2,81 mm O, 2,80 mm O, 71,06 mm
o, 10.05 mm o, 7,11 mm o, 7,11 mm
Oy 10,44 mm Oy 7,64 mm Oy 71,11 mm
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nutny pocet mereni

—  preurcend uloha

protinani z delek

s1tuace cca 1:1000
méritko elips: l:l

Obr. 5: Varianta 1

----- nutny pocet merent
—  preurcend uloha

protinani z delek

Obr. 6: Varianta 2

Tabulka 16: Varianta 2

situace cca 1:1000
meritko elips: 1:3

Nutny pocet veli¢in Uloha preuréena Nutny pocet velic¢in
(ihel,délka) (Ghel, 2 délky) (2 délky)
88760,26 —7866,00 4616,54 0 505013 0
M, (— 7866,00 786,60 J M, ( 0 171,465J M, ( 0 SO,SOJ
w 199,89 gon W 0 gon [2) 0 gon
a 297,93 mm a 67,95 mm a 71,06 mm
b 27,56 mm b 13,09 mm b 7,11 mm
O; 297,93 mm Oy 67,95 mm o 71,06 mm
o, 28,05 mm o, 13,09 mm o, 7,11 mm
Oy 299,24 mm Oy 69,20 mm Oy 71,42 mm
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----- nutny pocet mereni
—  preurcend uloha

protinani z delek

situace cca [:1000
D meritko elips: l:l

Obr. 7: Varianta 3

Tabulka 17: Varianta 3

Nutny pocet veli¢in Uloha pfeuréena Nutny pocet velicin
(Ghel,délka) (thel, 2 délky) (2 délky)
111,04 0 4921 -—-4155 100,00 0
M, [ 0 120,1 J M, [—41,55 66,00 J M, ( 0 100,00J
w 0 gon W 199,06 gon 2] 0 gon
A 10,54 mm a 7,10 mm a 10 mm
b 10,96 mm b 8,05 mm b 10 mm
Oy 10,54 mm O, 7,01 mm O, 10,00 mm
o, 10.96 mm o, 8,12 mm o, 10,00 mm
o 15,20 mm Oy 10,73 mm O,y 14,14 mm

Zavér

Nutny pocet méteni pro urceni pfechodného stanoviska z minimalniho poctu danych bodi a métenych
veli¢in mtize byt dvoji:
a) méfeny byly sméry na dva dané body a délka k jednomu z nich,
b) méfeny byly délky k obéma danym bodim (protinani z délek, uloha mize mit obecné 2 feseni).

V ¢lanku bylo provedeno porovnani obou téchto variant s variantou, kdy byla zméfena jedna veliCina
navic, tedy sméry na 2 dané body a délky k obéma témto bodum.

Z grafickych i numerickych vysledk (obr. 5-7, tab. 15-17) je mozno vyslovit dvé zjisténé skute¢nosti:
1. S jednou nadbyte¢nou veli¢inou bylo dosazeno zvySeni piesnosti v urceni polohy piechodného stanoviska.

Tento zavér byl predpokladan, nebot se vzristajicim poctem méfeni roste ipravdépodobnost ziskani

vérohodnéjsiho vysledku. To plati zejména tehdy, je-1i soubor méfeni velmi maly.
2. PreurCenim se v jistém smyslu snizi zévislost na rozlozeni danych bodu, a to vyrazné, je-li volba danych

bodi provedena (teoreticky) nespravné.
V ptipad¢ varianty 1 (obr. 1) — varianta nevhodnd pro ulohu protinani z délek, je vysledek pii porovnani
apriornich o, 9,3-krat pfiznivéjsi, neZ (nespravn€) pouZitd metoda protinani z délek a 1,4-krat pfiznivéjsi nez
uloha rajén z ur¢ovaného bodu.

V ptipad¢ varianty 2 (obr. 1) — varianta nevhodna pro ulohu rajon z ur€ovaného bodu, je vysledek pii
porovnani apriornich o, 4,3-krat pfizniv€j§i nez Uloha rajon zurcovaného bodu a srovnatelny s metodou

protinani z délek.
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Ptfestoze jsou tyto uvahy pouze teoretické, je jist€¢ mozné promitnout je i do praktické sféry. K nevhodné
volbé rozloZeni danych bodi by v praxi nemélo vibec dochazet. Takova volba muze mit pivod bud’to
v neznalosti méfice, nebo tehdy, nema-li méfi¢ jinou moznost. V takové situaci je proto usudek méfice velmi
dilezity. Je nutno zvazit, jestli podminky budou dostacujici pro danou piesnost méfeni, nebo bude vyhodnéjsi

zvolit jinou metodu.

Literatura
[1] Dusek R., Vlasék J.: Geodézie 40. Skriptum CVUT Praha, 1998, 127 s.
[2] Krajnik E.: Maticovy pocet. Skriptum CVUT Praha, 1998, 129 s.

Summary

In geodesy, and in technical practice as well, some numerical problems may occur which are appointed
by a minimum number of mensurations (appointed task or problem) or by a certain number of redundant
mensurations (over determination task or problem). If there are numerous mensurations by which the task is
cause determined, a single computation might be determined, for instances by means of application of least
square method, and then an aposteriori characterization of accuracy can be obtained. On the contrary, if there is a
minimum number of the mensurations, it is possible to determine an aposteriori accuracy from the known apriori
accuracy characterization by using the model of geodetic tasks described for instance in [1]. By this method a
mathematical relation of five matrices is determined, computation itself is defined by the relation (1).

A different situation may occur if the task is cause determined, but the cause determined mensurations
are not so numerous as to enable application of a least square method, e.g. there is but one cause determined
quantity. An application of least square method would be wrong, because the conditions of normal dividing of
accidental quantities into a mensuration file would not be qualified. The overdetermination would be singular, if
for a geodetic problem a single error model have been applied. An error model of geodetic problem can be
applied only in case of removal of such singularity. One of possibilities of how to remove the singularity is
computation of a pseudoinverse matrix, e.g. by a singular reduction.

In the article an analysis of accuracy of geodetic problem of “free position” with a minimum number of
mensurations is presented, i.e. of a problem being cause determined by a single quantity. It is justified by the fact
that this variation occurs very frequently in practice. With a minimum number of measured quantities the
analysis can be added by means of “intersection into lengths” of task, as the computation of this task can be
overdetermined at some reliable conditions.

This solution can be made for diverse configurations of given points to a given point (detailed variations
are depicted in Fig. 1). The aim of the analysis discussed by this article is to ascertain how big the specification
with cause determination of task by a single quantity is, especially in situations where the configuration of given
points is not much apposite to the point to be determined.

Results of each variation are depicted graphically (see Fig. 5 through 7) and numerically (charts N° 15
through 17). By the results the fact is demonstrated that in some variations a minimum of cause determinations
could lead to a big specification in examples studied with not much apposite configuration of given points to a
point being determined. Although such configurations are not convenient, they may occur in practice. In this
case it is suitable to take into consideration the accuracy of given task, whether the accuracy is adequate for
given purpose or whether it is better to select a different measuring method.

Recenzenti: Ing. Jan Ratiborsky, CSc., Fakulta stavebni, CVUT Praha,
Prof. Ing. Stefan Sokol, Ph.D., Stavebni fakulta, STU Bratislava.
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